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 : ًٚكٍ اعرُراج ْذِ انُٓاٚاخ يٍ انثٛاٌ يلازظح

 ب(تشكٍم جدَل انتغٍساخ تقساءج تٍاوٍح

 عىد f حعاب وٍاٌح أ(-2
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g(cب( انتحقق مه أن  )ٌقثم معتقٍما مقازتا مائلا ( ) 
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 gجـ( دزاظح تغٍساخ اندانح 

 أذداِ انرغٛش 

;0]لاتهح نلإشرماق ػهٗ انًدال g: نذُٚا  [:زٛث 
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g'(x) 0ِيؼُا (x 1)(x 3) 0   

xأٔ  x=1 :يؼُاِ               3  يشفٕض 

xإشاسج إشاسج انًشرك ْٙ زغة  ٔػهّٛ 1  

 ْٙ زغة اندذٔل انرانٙ:ٔ   

             1              0 x 

                 +0        - g'(x) 

 خذٔل انرغٛشاخ
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لأٌ انؼذد انًشرك يٍ  0نٛغد لاتهح نلإشرماق ػُذ kَغرُرح أٌ 

 (.-5( لاٚغأ٘ انؼذد انًشرك يٍ انٛغاس)-3انًٍٛٛ)

 ٌىدظٍا نهىتٍجحب( اعطاء تفعٍسا 

k  ٌلاتهح نلإشرماق يٍ انًٍٛ ٔلاتهح نلإشرماق يٍ انٛغاس فإ

 0يًاط ػُذ انُمطح انرٙ فاصهرٓا  ٚمثم َصفٙ kيُسُٗ انذانح 

 kْٙ َمطح صأٚح نًُسُٗ انذانح (4;0)انُمطح انرٙ ازذاثٛاْا 

(كتاتح معادنتً انمماظٍه 2
1( )َ

2( ) 

*
1( ) َصف انًًاط ػُذ ْٕ

0x 0 زٛث
0x 0 

yنذُٚا: k'(0)(x 0) k(0)   

y ٔيُّ: 3(x 0) 4     ٘أy 3x 4   

*
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(زظم كلا مه 3
1( )َ

2( )حىى َانمى
k(C ) 

نشعى انًُسُٗ 
k(C  َلازظ:(

xإرا كاَد  0 :ٌفإk(x) f (x):ُّٔي 
k(C )=
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 تقساءج تٍاوٍح gٍساخ اندانح غأ(تشكٍم جدَل ت-1

 يٍ انثٛاٌ ًٚكٍ اعرُراج اندذٔل

-1                   +  x 

 g'(x) 

+ 

                0 

                            2- 

g(x) 

 g(0.5)َإشازج  g(0)تحدٌد 

 g(0.5)>0ٔإشاسج  g(0)=-1يٍ انثٛاٌ نذُٚا 

]ب(تعهٍم َجُدعدد حقٍقً
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يًاعا ٕٚاص٘  ()يٍ انُرٛدح انغاتمح َغرُرح اٌ نهًُسُٗ 

 y=f(α)زايم يسٕس انفٕاصم يؼادنرّ 
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يماسب ٕٚاص٘  ()انرفغٛش انثٛاَٙ نٓزِ انُرٛدح أٌ انًُسُٗ

  x=-1زايم يسٕس انرشاذٛة يؼادنرّ: 
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يماسب يائم  ()ٗانرفغٛش انثٛاَٙ نٓزِ انُرٛدح أٌ انًُسُ

 فٙ خٕاس  y=x+1يؼادنرّ: 

 fد( تشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح 

 g(x)ْٙ زغة اشاسج  f'(x)اشاسج 
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xانًؼادنح :  اانًغرمٛى ر 1 ٘هًُسُٗنيماسب ػًٕد(C)  

yانًؼادنح :  انًغرمٛى را 2 ٙهًُسُٗنيماسب أفم(C)  

f(حعاب2 '(x) َتثٍان أنf متىاقصح تماما عهى ;1  
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يرُالصح ذًايا ػهٗ  fيُّ انذانح  ;1 

عهى  fتشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح  ;1 

fن أن انمعادنحتثٍا(3  (x) 0تقثم حهلا َحٍدا α: 

يرُالصح ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح  ;1  

x
lim f (x) 2

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lim f (x)
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عطح ٕٚخذ ػذد ٔزٛذاانًرٕ α ;1  :ٚسمكf (α) 0 

 تاظتعمال انجدَل انمعطى إٌجاد حصسا نهعدد 

fفٙ اندذٔل نذُٚا: (0,21) 0,016 ٔf (0,22) 0,005  

يٍ اندذٔل انًؼطٗ َغرُرح أٌ  α 0,21;0,22. 

  (C)َانمىحىىه انمقازتٍه (زظم انمعتقٍم4ٍ

َ(C') انمىحىى انممثم نهدانحf . 

 .fانًُسُٗ انًًثم نهذانح ('C)كٛفٛح سعى  :ذٕضٛر
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 mعداد انحقٍقٍح ( تعٍٍّه تٍاوٍا مجمُعح قٍم الأ5

fانًؼادنح (x) mانًغرمٛى  أ٘ذمثم زلاٌ يخرهفاٌ فٙ الإشاسج

yرٔ انًؼادنح  m ُٗٚمطغ انًُس(C') ٍٛفٙ َمطرٍٛ يخرهفر  

1m يٍ انثٛاٌ َدذ أٌ : e ;2   

II-1) دزاظح تغٍساخgعهىَتشكٍم جدَل تغٍساتٍا ;1  
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g(x)*نذُٚا: f (2x 1)  ُّٔيg'(x) 2f '(2x 1)  

 يرُالصحg أ٘ fنٓا َفظ اذداِ ذغٛش انذانح  gٔػهّٛ انذانح 

ذًايا ػهٗ   ;1  ٌلأf '(2x 1) 0 

 gخذٔل ذغٛشاخ انذانح 

أ(انتحقق أن:2 
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عىد انفاصهح g انمماض نـ(T)ب(اظتىتاج معادنح 
1

2

 
   

 نذُٚا:
1 1 1

(T) : y=g'( )(x ) g( )
2 2 2

  
  

 ٔيُّ:
1

(T) : y=2f '( )(x ) 0
2


   

جـ(انتحقق أن:
3 3

2x 1
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( 1) ( 1)

 

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1
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 كًا ٚهٙ: (T)ٔػهّٛ ذكٌٕ يؼادنح 

3 3 3

1 1 2x 1
(T) : y=2 (x )

( 1) 2 ( 1) ( 1)

   
  

     
 

 

 

 

1                       0                                                x 

   -                -          - f '(x) 

                                                             2 

                      1e  
                        

f (x) 

1                                                                             x 

                       -           g '(x) 

                                                             2 
                       

                        

g(x) 

0 

  
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I-1 حعاب )
x
lim g(x)


 َ
x
lim g(x)


. 

x

x x
lim g(x) lim(1 xe ) 1
 

   ٌلأ 
x

x
lim(xe ) 0


 

x

x x
lim g(x) lim(1 xe )
 

   ٌلأx

x
lim(xe )


  

 ساتٍاَتشكٍم جدَل تغٍ g( دزاظح اتجاي تغٍّس اندانح 2

xنذُٚا: x x xg'(x) (1 xe )' 0 (1e xe ) e ( x 1)        

g'(x) 0 ِيؼُا ( x 1) 0   ٌلأ xe 0 

) يؼُاِ               x 1) 0    ٘أ x 1     

            1-                x 
 g'(x)إشاسج +           0         -         

 ٔػهّٛ خذٔل انرغٛشاخ ٚكٌٕ كاٜذٙ      

                1-                x 
         -             0           + g'(x) 

                      g( 1) 

                                     1 

 
g(x) 

g(x)أ(تثٍان ان انمعادنح -3 0  تقثم حلا َحٍدا  

ذًايا ػهٗ انًدال يرُالصح  gنذُٚا انذانح  1;  

ٔg( 1) 0 ٔ
x
lim g(x)


ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى 

fزٛث ٚسمكد زمٛمٙ ٔزٛذػذانًرٕعطح ٕٚخذ  ( ) 0 . 

0,5ب(انتحقق أن α  .عهىg(x)َاظتىتاج إشازج0,6

g(0,5) نذُٚا:  0  ٔg(0,6) 0,5ّٔيُ 0 α 0,6 

 نذُٚا:    g( ; ) 1;0    ِيؼُاg(x) 0 

         g( ; ) ;0     ِيؼُاg(x) 0. 

II-1 حعاب)
x
lim f (x)


 

x x

x x x
lim f (x) lim(xe x) lim x(e 1)
  

      

(تثٍان أوً مه أجم كم 2 x ;2 :f '(x) g(x)  

نذُٚا يٍ أخم كم x ;2                               :
x x xf '(x) 1e (x 1)e 1 (1 xe ) g(x)       

fاظتىتاج إشازج  '(x) عهى ;2َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا 

fثاسج يٍ انؼ '(x) g(x)   َغرُرح أٌ إشاسجf '(x)  ْٙ

 ْٕ كًا ٚهٙ: fٔػهّٛ خذٔل ذغٛشاخ  g(x)ػكظ إشاسج 

2                     α               x 
                     +0           - f '(x) 

f (2)                                                   

                   f (α)                                        

 
f (x) 

( تثٍّان أن 3
α² 1

f (α)
α


  َاظتىتاج حصسا نـf (α) 

0,5 نذُٚا:  α 0,6....(1) 

0,25( ذكافئ  1: )ٔيُّ  α² 0,36 

1,25ٔذكافئ α² 1 1,36....(2)  

( َدذ:2( ٔ)1يٍ انًرثاُٚرٍٛ )
1,25 α² 1 1,36

0,6 α 0,5


 

أ٘ 
α² 1

2,08 2,72
α


2,72ٔيُّ   f (α) 2,08  

)تثٍان أن انمعتقٍم أ( -4 ) ًذا انمعادنتy x 1   ٌُ

معتقٍم مقازب مائم نهمىحىى
f

(C  .تجُاز  (

x:نذُٚا 

x x
lim(f (x) y) lim(x 1)e 0
 

    

)انًغرمٛى  ٔيُّ: ) ّانز٘ يؼادنرy x 1   يغرمٛى ْٕ

يماسب يائم نهًُسُٗ
f

(C  .تدٕاس  (

انمىحىى  ٍحب(دزاظح َضع
f

(C )نهمعتقٍم تانىعثح ( )  

x(f نذُٚا:  (x) y) (x 1)e   

x(xإشاسج انفشق 1)eزغة إشاسج ْٙ(x 1)ٌلأxe 0 

ٔػهّٛ ٔضؼٛح  انًُسُٗ 
f

(C )تانُغثح نهًغرمٛى ( )  ٌٕذك

 زغة اندذٔل انرانٙ.

2                     1                 x 
 إشاسج انفشق -           0+                     

f
(C )فٕق ( )     

f
(C )ذسد   ( ) 

              
f

(C )ٚمطغ ( )                

 

 انٕضؼٛح

fأ( تثٍان ان انمعادنح -5 (x) 0  تقثم حهٍّه
1

x َ
2

x 

ذًايا ػهٗ انًداليرُالصح  fنذُٚا انذانح  ; 1   

 ٔf ( 1,5) 0,05  ٔf ( 1,6) 0,07  ٔيُّ ٔزغة

 ػذد زمٛمٙ ٔزٛذيثشُْح انمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ 
2

x  زٛث

1
1,6 x 1,5 ٚسمك

1
f (x ) 0 

ذًايا ػهٗ انًدال يرضاٚذج fنذُٚا انذانح  1;2  

 ٔf (1,5) 0,26  ٔf (1,6) 0,37 ٔيُّ ٔزغة يثشُْح

 ػذد زمٛمٙ ٔزٛذانمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ 
2

x  زٛث

2
1,5 x ٚسمك1,6

2
f (x ) 0 

( إوشاء انمىحىىب
f

(C )َ انمعتقٍم ( ) 

2-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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أ(حعاب-1
x
lim f (x)


َ
x
lim f (x)


  

x

x x
lim f (x) lim (e ex 1) 0 1
 

       

xذ.ع. خ

x x
lim f (x) lim (e ex 1)
 

     

x x

x x x

e 1 e
lim f (x) lim x( e ) lim x( )

x x x  
     ب

 َدزاظح إشازتٍا f'(x)(حعاب 
xf '(x) e e  ْٙ ّ1+                 ٔإشاسذ    - 

 fجـ(تشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح 

               1                x 

    +    0           - f'(x) 

                                   
 

1- 

f(x) 

 

)أ(تٍان أن انمعتقٍم-2 )مقازب مائم نـ
fC  (تجُاز(

  x

x x
lim f (x) ( ex 1) lim (e ) 0
 

     

)انًغرمٛىٔيُّ  ):y ex 1  يماسب يائم فٙ خٕاس 

 (Tمعادنح نهمماض)ب(كتاتح 

(T) دنح يٍ انشكم نّ يؼاy f '(a)(x a) f (a)   

y ٔيُّ: f '(0)(x 0) f (0) (1 e)(x) 0 (1 e)x        

 تقثم حلا َحٍدا  f(x)=0ن انمعادنح جـ(تٍان ا  

يغرًشج ٔيرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح   1,75 ;1,76 

ٔ f (1,76) 0,028 f (1,75) 0,0023  

ٔزٛذ  ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح ٕٚخذ ػذد

αٍٛٚسمك: 1,76ٔ 1,75يسصٕس تf (α) 0 

)( Tَ)د(زظم انمعتقٍمٍه   ) َانمىحىى
fC ) )  

 

  

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
أ(حعاب -1

x
lim f (x)


 َ
x
lim f (x)


 

xx x x

1
lim f (x) lim x lim (x 1)

e 1  

 
      

 

xx x x

1
lim f (x) lim x lim x 0

e 1  

 
      

 
 

حعاب ب(
x 0

lim f (x)


َ
x 0

lim f (x)


 انتفعٍس انٍىدظً 

x
x 0 x 0

1
lim f (x) lim

e 1 

 
   

 
ٔ

x
x 0 x 0

1
lim f (x) lim

e 1 

 
   

 
 

انًغرمٛى ر٘ انًؼادنح : ٍ انغاتمرٍٛ َغرُرح أٌ يٍ انُٓاٚرٛ

x 0 هًُسُٗن)زايم يسٕس انرشاذٛة( يماسب
f

(C )  

 *عهى  f( دزاظح اتجاي تغٍس اندانح 2

 نذُٚا:
x x

x x

e e
f '(x) 1 1

(e 1)² (e 1)²

 
    

  
  

f '(x)  *يرضاٚذج ذًايا ػهٗ  fٔيُّ انذانح  0

 *عهى  fجدَل تغٍساخ اندانح 

أ(تثٍٍه أن -
f

(C ٌقثم معتقٍمٍه مقازتٍه مائهٍه (

(Δ)َ(Δ')انتستٍة: ىمعادنتاٌما عهy x،y x 1  

 نذُٚا: 
xx x

1
lim (f (x) x) lim 0

e 1 

 
    

 
 

y:(Δ):ٔيُّ   x يماسب يائم نـ 
f

(C  فٙ خٕاس (

 نذُٚا:
xx x

1
lim (f (x) (x 1)) lim 1 0

e 1 

 
      

 
 

y:('Δ):ٔيُّ  x 1  ـيماسب يائم ن 
f

(C  فٙ خٕاس(

ب(دزاظح َضعٍح 
f

(C  ('Δ)َ(Δ)تانىعثح نـكم مه (

x*نذُٚا:يٍ أخم كم


 
x

1
f (x) x 0

e 1

 
   

 
 

yنًؼادنح رٔا (Δ)انًغرمٛىٔيُّ  xٌٕفٕق  ٚك
f

(C )  

x*نذُٚا:يٍ أخم كم


 
x

x

e
f (x) (x 1) 0

e 1

 
    

 
 

yنًؼادنحٔار('Δ)انًغرمٛىٔيُّ  x 1  ٚكٌٕ ذسد
f

(C )  

(إثثاخ أن انىقطح 4
1

ω(0; )
2

ًٌ مسكص تىاظس نـ
f

(C ) 

                       0                                               x 

                             +                                            + f '(x) 

 
 

                    

 
                         

 

f (x) 
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1
ω(0; )

2
يشكض ذُاظش نـ 

f
(C fيؼُاِ ( ( x) f (x) 1   

 نذُٚا:
x x

x x

x x x

1 1
f ( x) f (x) x x

e 1 e 1

e 1 e 1
1

1 e e 1 e 1


      

 


    

  

 

fمعادنح أ( تثٍٍه أن ان-5 (x) 0 تقثم حهٍهαَβ 

*يرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح 


  

f (ln2) f(1) 0  ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح

lnيسصٕس تαٍٛد ٔزٛذ ٕٚخذ ػذ fٚسمك: 1ٔ 2 (α) 0 

*يرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح 


  

f ( 1,4) f(-1,3) 0  ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى انًرٕعطح

fٚسمك: 1,4ٔ1,3يسصٕس تβٍٕٛخذ ػذد ٔزٛذٚ (β) 0 

ب(انثحث عه َجُد مماظاخ نـ
f

(C   (Δ)تُاشي انمعتقٍم(

نـ انًًاعاخ
f

(C  1يؼايم ذٕخٛٓٓا  (Δ)ٔانرٙ ذٕاص٘  (

ٔيُّ :
0

f '(x ) 1 :ُّٔي
0

0

x

x

e
1 1

(e 1)²
 


0x٘أ

e 0 

 (Δ)ٕٚاص٘ لا ٕٚخذ يًاط إرٌ  زملا ٕٚخذ  أ٘

ثم انمىحىى ('Δ)َ(Δ)جـ(زظم 
f

(C ) 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 
نعدد mَحعة قٍم انُظٍط انحقٍقً  د(انمىاقشح انثٍاوٍح 

x(mَإشازج حهُل انمعادنح  1)e m  

x(m(....1.)َضغ:    1)e m    

x(mكافئ( ذ1)  1) me  ذكافئxm(e 1) 1  

ذكافئ       
x

1
m

e 1
 


ذكافئ 

x

1
x m x

e 1
  


 

xذكافئ                  m f(x)   ذكافئ
y x m

y f (x)

 



 

طغ ( ْٙ فٕاصم َمط ذما1انًؼادنح ) زهٕل
f

(C انًغرمٛى  (

m
(Δ y رٔ انًؼادنح:( x m  :يٍ انثٛاٌ َدذ 

mإرا كاَد  (ذمثم زم يٕخة ذًايا.1فإٌ انًؼادنح)0

0إرا كاَد m 1 (لاذمثم زهٕل.1فإٌ انًؼادنح) 

mإرا كاَد  (ذمثم زم  عانة ذًايا.1فإٌ انًؼادنح)1

  

 

I-  تعٍٍه انعددٌه انحقٍقٍٍهa  َb 

 a=bٔيُّ  e +1=1(a-1-)يؼُاِ f(-1)=1نذُٚا:

 2a-b=-1(ٔيُّ 2a-b)e=-eيؼُاِ  f '(-1)=-eنذُٚا:

 a=b=-1َغرُرح يًا عثك أٌ 

II- 1أ(تثٍٍه أن)(lim 


xg
x

 َانتفعٍس انٍىدظً

11)(lim)(lim)(lim 


u

uux
ueugxg 

  (.Cfأفمٙ نـ ) يماسب y=1انًؼادنح أٌ انًغرمٛى رَٔغرُرح 

 gب(دزاظح تغٍساخ اندانح 

g(x)=(-x-1)e
-x

 ،2-] =Dfيؼشفح ػهٗ[ 1+

lim)(1 انُٓاٚاخ: 


xg
x

  ،1)2( 2  eg 

 زٛث: Dfنلإشرماق ػهٗ لاتهح  g: اذداِ انرغٛش
xf '(x) g'(x) xe   ٔشاسذّ ْٙ زغة اشاسجx 

  خذٔل انرغٛشاخ

-2                  0                                                             x 

                        +0          - g'(x) 

 12 e                                     1 

 

                        0 

g(x) 

 

 

 Iٌقثم وقطح اوعطاف (Cg)جـ(تثٍٍه ان انمىحىى 

 ُٚؼذو ٔٚغٛش اشاسذّ ''gيؼُاِ Iٚمثم َمطح اَؼطاف 

g'(x)=xeنذُٚا: 
-x 

g''(x)=(1-x)e ٔيُّ : 
-x 

  

g''(x)=0  إراكاَدx=1 اندذٔل ٔاشاسذّ ْٙ زغة 

-2                 1                x 

0                  +           - g''(x) 

g(1)=-2e
-1

 I(1,g(1)) ٔيُّ َمطح الإَؼطاف ْٙ  1+

 I(عىد وقطح اوعطاف (Cgكتاتح معادنح انمماض نـ(د
1 1y g '(1)(x 1) g(1) e x 3e 1        

 ((Cgٌـ( إوشاء 

 

 

 

 

 

 

IIIعٍٍه اتجاي تغٍٍس تk َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا 

  k(x)=g(x²)[زٛث:-،2يؼشفح ػهٗ[kنذُٚا: 

²)x('xg2)x('k  ٔ اشاسجk'(x) زغة اشاسج ْٙx 

 kخذٔل ذغٛشاخ انذانح 

-2                  0                                                             x 

                        +0          - k'(x) 

 -5 1e 2                             1  
                   

                        0 

k(x) 
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1 I) ح دزاظح تغٍساخ اندانg َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا ، 

 g(x) x² 2x 4 2ln(x 1)     ٔ x 1;    

 زغاب  انُٓاٚاخ 

ذ ع خ
x x
lim g(x) lim (x² 2ln(x 1))
 

   

x x

x² ln(x 1)
lim g(x) lim (x 1)( 2 )

(x 1) (x 1) 


    

 
 

 
x 1 x 1

lim g(x) lim ( 2ln(x 1)) 2( )
 

        

 اذداِ انرغٛش

يٍ أخم كم x 1;  :
2

g'(x) 2(x 1)
(x 1)

  


  

ٔيُّ: 
 2 (x 1)² 1 2x(x 2)

g '(x)
(x 1) x 1

  
 

 
 

x(xْٙ زغة إشاسج g'(x)إشاسج  2) ٗػه 1;  

g'(x) ٔيُّ :  0  ِيؼُاx 0  

g'(x) ِ يؼُا0 x 1;0   

g'(x) يؼُاِ  0 x 0 ;  

 خذٔل انرغٛشاخ

g(x)اظتىتاج أن 2 مه أجم كم 0 x 1;   

 كمًٛح زذّٚح صغشٖ 4ذمثم   gانذانح   

g(x)أ٘  4 يٍ أخم كم x 1;  :ٌإر g(x) 0 

II-1-أ(حعاب 
x 1

lim f (x)


 َتفعٍس انىتٍجح تٍاوٍا 

نذُٚا
1 2ln(x 1)

f (x) x
x 1

 
 


 ٔ x 1;   

 
x 1

1 2ln(x 1)
lim f (x) 1

x 1

 
    


 

xانًغرمٛى ر٘ انًؼادنح :  1  ٘نـيماسب ػًٕد
f

(C )  

 حعابب( 
x
lim f (x)


  

x x

1 ln(x 1)
lim f (x) lim x 2

x 1 x 1 


    

 
 

يٍ أخم كم أ( ذثّٛاٌ أَّ-2 x 1;  :
g(x)

f '(x)
(x 1)²




  

2
(x 1) 1(1 2ln(x 1))

(x 1)
f '(x) 1

(x 1)²


   


 


 

3 2ln(x 1)) (x 1)² 3 2ln(x 1))
1

(x 1)² (x 1)²

      
  

 
 

 ط َدذ:ٛغثتؼذ انر
g(x)

f '(x)
(x 1)²




 

عهى انمجال fب( دزاظح اتجاي  تغٍّس اندانح  1;  

fإشاسج  '(x) اسج ْٙ زغة إشg(x) ٘أf '(x) 0   

  fتشكٍم جدَل تغٍساخ اندانح 

                              0                    1                        x  
+ f '(x)  

 
                     0           1-         

 

 
f (x)  

 

fن أن انمعادنحتثٍاجـ( (x) 0تقثم حلا َحٍدا α: 

يغرًشج ٔيرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال  fانذانح  1;   

x
lim f (x)


  ٔ
x 1

lim f (x)


  زغة يثشُْح انمٛى

انًرٕعطح ٕٚخذ ػذد ٔزٛذ α 1;   :زٛثf (α) 0 

0انتحقق أن : 0,5  

f:نذُٚا (0) 1  ٔf (0,5) 0,37:٘أf (0) 0 f (0,5) 

)أ(تثٍّان أن انمعتقٍم-3 ):y xمقازب نـ
f

(C    عىد(

( ):y xيماسب نـ
f

(C يؼُاِػُذ(
x
lim(f (x) x) 0


   

  
x x

1 ln(x 1)
lim(f (x) x) lim 2 0

x 1 x 1 


    

 
  

ب( دزاظح َضعٍح انمىحىى
f

(C )تانىعثح عهى( ) 

َذسط إشاسج انفشق
1 2ln(x 1)

f (x) x
x 1

 
  


  

f (x) x 0 ِيؼُاx e 1  

f (x) x 0ِيؼُا x 1; e 1   
 

  

 f (x) x 0ُاِيؼ x e 1;   
 

  

 ٔػهّٛ :
f

(C )ٚمطغ( ) فٙ انُمطح راخ انفاصهحe 1 

f
(C )ذسد( ) 1فٙ انًدال; e 1  

 
  

f
(C )فٕق( ) فٙ انًدالe 1;  

 
 

أ( حعاب-4
0

x فاصهح وقط انتماض نـ
f

(C ) َ(T)  

ْٙ: (T)نذُٚا: يؼادنح 
3

2
y x

e
   

(T)يًاعا نـ
f

(C يؼُاِ (
0

f '(x ) 1  

                       0                         1                        x 

                  +      0         - g '(x) 

                                                
                       

4 

g(x) 

 اندَال انهُغـــازٌتمٍح
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0
f '(x ) 1ِ0يؼُا

0

g(x )
1

(x 1)²



 

يؼُاِ           
0 0

g(x ) (x 1)²  : ُّٔي
0

x e e 1  

َ (T)م انمعتقٍمٍه انمقازتٍّه َانمماضب(زظ 
f

(C ) 

2 3 4 5-1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 
حتى تقثم انمعادنح  تٍاوٍا  mجـ(تعٍٍه قٍم انُظٍط انحقٍقً  

f (x) x m  حهٍّه متماٌصٌه 

fانًؼادنح   (x) x m  ذكافئ
y x m

y f (x)

 



  

yزٛث   x m  يؼادنح يغرمٛى
m

( )  ّٓٛ1يؼايم ذٕخ  

  ٔy f (x) ُٗيؼادنح انًُس
f

(C )  

m:  1انسانح  0   ٌٕٚك( )  
m

( ) 

 : 2انسانح 
3

2
m

e
  ٌٕٚك(T) 

m
( ) 

fٔػهّٛ َدذ يٍ انثٛاٌ ٚكٌٕ نهًؼادنح  (x) x m   ٌزلا

 إرا ٔفمط إرا كاَد يرًاٚضاٌ
3

2
0 m

e
  

 
 

( أ(حعاب 1
x 0

lim f (x)


 ٌىدظٍا حَتفعٍسانىتٍج 

x 0 x 0

x
lim f (x) lim (x 5 6ln )

x 1 

 
     

 
 

ٔيُّ انًُسُٗ
f

(C xٚمثم يغرمٛى يماسب يؼادنرّ  ( 0 

ب(حعاب 
x
lim f (x)


 

x x

x
lim f (x) lim (x 5 6ln

x 1 

 
     

 
 

لأٌ 
x
lim (x 5)


   ٔ
x

x
lim ln 0

x 1

 
 

 
 

ً مه أجم كمن أوتثٍا(2 x ;0 :
x² x 6

f '(x)
x(x 1)

  

fنذُٚا: (x) x 5 6((lnx ln(x 1))     

 ٔيُّ:
1 1 x² x 6

f '(x) 1 6( )
x x 1 x(x 1)

 

  ٍاتغٍساتَتشكٍم جدَل  fاظتىتاج اتجاي تغٍس اندانح

x² x 6
f '(x) 0

x(x 1)
x²يؼُاِ  x 6 0 

xيؼُاِ                              xأٔ 2 3 يشفٕض 

fُّ أشاسج ٔي '(x) ٙذكٌٕ كاٜذ: 

  f خذٔل ذغٛشاخ انذانح 

fنذُٚا:  ( 2) 3 6ln(2) 6ln3 0,56 

)أ( تثٍان أن انمعتقٍم -3 ) ًانري معادنتy x 5  ٌُ

معتقٍم مقازب مائم نهمىحىى
f

(C  .تجُاز  (

:نذُٚا 
x x

x
lim(f (x) y) 6 lim ln 0

x 1 
  


 

)انًغرمٛى  ُّ:ٔي ) ّانز٘ يؼادنرy x 5  يغرمٛى ْٕ

يماسب يائم نهًُسُٗ
f

(C  .تدٕاس  (

ب(دزاظح َضع  انمىحىى
f

(C )تانىعثح نهمعتقٍم ( )  

 نذُٚا: 
x

(f (x) y) 6ln
x 1

 


 

نذُٚا يٍ أخم كم  x ;0 :
x

1
x 1




 

ٔيُّ 
x

ln 0
x 1




f)أ٘ انفشق  (x) y) 0 

ٔػهّٛ ٚكٌٕ انًُسُٗ 
f

(C )ٚكٌٕ ذسد  انًغرمٛى ( ) 

f( تثٍان ان انمعادنح 4 (x) 0  تقثم حهٍّه َ 

ذًايا ػهٗ انًدال يرضاٚذج fنذُٚا انذانح  2;0  

 ٔf ( 1,1) 0,02  ٔf ( 1) 0,15   ٔيُّ ٔزغة

 يثشُْح انمٛى انًرٕعطح )يثشُْح كٕشٙ( ٕٚخذ 

1,1زٛث   ػذد زمٛمٙ ٔزٛذ 1  ٚسمكf ( ) 0  

ذًايا ػهٗ انًدال يرُالصح  fنذُٚا انذانح  ; 2  

0                     2                    - x 

-            0               + f '(x) 

0                     2                    - x 

-            0               + f '(x) 

                             f(-2) 

 

                                               

f (x) 
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 ٔf ( 3,5) 1,33  ٔf ( 3,4) 0,15   ٔيُّ ٔزغة

ػذد زمٛمٙ يثشُْح انمٛى انًرٕعطح )يثشُْح كٕشٙ( ٕٚخذ 

3,5زٛث ٔزٛذ 3,4  ٚسمكf ( ) 0 . 

( اوشاء انمىحىى5
f

(C )َ انمعتقٍم ( ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

أ(تثٍان ان -6
1 7 3

y x 6ln
2 2 4

   معادنح ًٌ(AB) 

 نذُٚا
A A

1 7 3 3
y x 6ln 3 6ln

2 2 4 4
     

    
B B

1 7 3 5 3
y x 6ln 6ln

2 2 4 2 4
        

ٔيُّ 
1 7 3

y x 6ln
2 2 4

   يؼادنح ْٙ(AB) 

ٌمط انمىحىى(AB)ثٍان ان انمعتقٍمب(ت 
f

(C فً وقطح (

0
M.ٌطهة تعٍٍه احداثٍتٍا 

(AB)ًٚظ
f

(C يؼُاِ (
0

1
f '(x )

2
زٛث

0
xفاصهح َمطح

0
M 

0

1
f '(x )

2
  ِ0يؼُا 0

0 0

x ² x 6 1

x (x 1) 2
 

2يؼُاِ                   2

0 0 0 0
2x 2x 12 x x    

2يؼُاِ                 

0 0
x x 12 0   

ٔيُّ: 
0

x 3   ٔأ
0

x 4يشفٕض 

ٔنذُٚا 
3

f ( 3) 2 6ln
4

    ٘أ
0

M ( 3;f ( 3))  

خٓح أخشٖ ازذاثٛاخ انُمطحيٍ ٔ
0

M صسح يؼادنحذسمك(AB) 

 

 

 

 

 

 

 I)  تقساءج تٍاوٍح 

 .gتشكٍم جدَل انتغٍساخ نهدانح أ(

            1-            x 

+ + g'(x) 

1 

 

 

  
 

1 

 

g(x) 

 

g(x)ب(حم تٍاوٍا انمتساجحح  0 

g(x)يٍ انثٛاٌ  ذكافئ  0   x ; 1 1;     

لأٌ 
g(C  ٚمغ فٕق زايم يسًٕس انفٕاصم فٙ ْزا انًدال(

0َانتً مه أجهٍا ٌكُن xتعٍٍه تٍاوٍا قٍم (جـ g(x) 1 

0 نذُٚا: يٍ انثٛاٌ g(x) ذكافئ  1 x 1;  

II-1 حعاب )
x 1

lim f (x)


َ
x
lim f (x)


 

x 1 x 1 x 1

x 1 x 1
lim f (x) lim lim ln 0

x 1 x 1  

  
      

  
 

x x x

x 1 x 1
lim f (x) lim lim ln 1 0 1

x 1 x 1  

  
     

  
 

 انىفعٍس انٍىدظً نهىتٍجتٍه

*
f(C xٚمثم يغرمٛى يماسب ػًٕد٘ يؼادنرّ ْٙ :( 1       

*
f(C yمثم يغرمٛى يماسب أفمٙ يؼادنرّ ْٙ :ٚ( 1 

تٍان أن أ(-2
2

g '(x)
(x 1)²




مه اجم كم  x 1;  

1(x 1) 1(x 1) 2
g'(x)

(x 1)² (x 1)²

  
 

 
 

fب(حعاب '(x) َدزاظح اشازتٍا َتشكٍم جدَل تغٍساتٍا 

fنذُٚا: (x) g(x) ln(x 1) ln(x 1)     

1 1 2 2
f '(x) g '(x) 0

x 1 x 1 (x 1)² (x 1)(x 1)
    

    
 

يرضاٚذج ذًايا يٍ أخم كم  fٔيُّ انذانح  x 1;   

  fجدَل تغٍساخ اندانح 

                                     1 x 

+ f'(x) 

1  

 

f(x) 

 

fان أن انمعادنحتثٍّ-جـ (x) 0تقثم حلا َحٍدا 0
x 3,62 ;3,63                 

ذًايا ػهٗ انًدال يرضاٚذج fنذُٚا انذانح  1;  

 ٔf (3,62) 0 ٔf (3,63) ٔيُّ ٔزغة يثشُْح انمٛى 0

 ػذد زمٛمٙ ٔزٛذ)يثشُْح كٕشٙ( ٕٚخذ  انًرٕعطح
0

x  

زٛث  0
x 3,62 ;3,63ٚسمك

0
f (x ) 0 

 

-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1

1

x

y
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زظم انمىحى -د
f

(C ). 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13-1

2

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 

أ( تعٍٍّه إشازج -3
x 1

ln
x 1

 
 

 
عهى انمجال 1;  

نذُٚا: -( اندضء خـIٍ اندضءي x 1;  ذكافئg(x) 1 

 ٔيُّ:  ln g(x) ln1 :٘أ 
x 1

ln 0
x 1

 
 

 
 

  

I)1- أ(حعاب وٍاٌاخf  عىد انحدَد انمفتُحح نـI 

نذُٚا:
1

I ] ; [
2

  ٔf (x) 1 ln(2x 1)   

x x
lim f (x) 1 lim ln(2x 1)
 

     

1 1
x x

2 2

lim f (x) 1 limln(2x 1)
 

     

 .Iمتصاٌدج تماما عهى انمجال  f( تثٍٍه أن اندانح 2

نذُٚا: 
2

f '(x) 0 0
2x 1

لأٌ  
1

x
2

. 

fلأIٌيرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال fانذانح ٔيُّ   '(x) 0 

 fنهدانح تشكٍم جدَل انتغٍساخ   

( تعٍٍه فاصهح انىقطح مه 3
f

(C ً ٌكُن فٍٍا انمماض انت (

yذي انمعادنح(d)مُاشٌا نهمعتقٍم x 

(d)٘يؼُاِ  انًًاط ٕٚاص
0

f '(x ) 1 

0
f '(x ) يؼُاِ  1

0

2
1

2x 1
 ٔيُّ 

0

3
x

2
 

xأ(إثثاخ أتً مه أجم كم-4 I:f (x) ln(x a) b. 

1 1
f (x) 1 ln(2x 1) 1 ln 2(x ) 1 ln 2 ln(x )

2 2
  

َدذ: تانًطاتمح
1

a = -
2

   ٔb 1 ln2 

ب(اظتىتاج زظم 
f

(C  lnمىحىى اندانح (C)اوطلاقا مه (

 يٍ انؼثاسج
1

f (x) 1 ln2 ln(x )
2

  َغرُرح اٌ

f
(C َغساب شؼاػّتا(C)صٕسجْٕ (

1
V( ;1 ln 2)

2
 

زظم 
f

(C ) َ(C) )َٙفٙ اندضء انثا(  

II-1حعاب)
1

x
2

lim g(x)


َتثٍٍه أن
x
lim g(x)


   

 نذُٚا:
1 1

x x
2 2

lim g(x) lim (f (x) x)
 

    

x x
lim g(x) lim (f (x) x)
 

  ٍٛٛزانح ػذو انرؼ 

x x

x ln(2x 1)
lim g(x) 1 lim (2x 1)

2x 1 2x 1 

 
         

 

لأٌ 
x

ln(2x 1)
lim 0

2x 1





 ٔ

x

x 1
lim

2x 1 2


 


 

 َتشكٍم جدَل تغٍساتٍاg ( دزاظح اتجاي تغٍس اندانح2

2 2x 3
g'(x) f '(x) 1 1

2x 1 2x 1
  

2xْٙ زغة إشاسج  g'(x) إشاسج 3  

 g خذٔل ذغٛشاخ انذانح 

 

نذُٚا: 
3 3

g( ) 1 ln(2) 0,9
2 2

 

 أ( حط-3

g(x)َتثٍٍه أن انمعادنح  g(1)اب  تقثم حلا َحٍد  0

3
α ;+

2

 
  
 

2َانتحقق أن α 3 

g(1) نذُٚا: = f(1) -1=1+ ln1-1= 0 

g(x)انًؼادنح  ذمثم زلا ٔزٛذ  0
3

α ;+
2

 
  
 

لأٌ 

انذانح يرضاٚذج ذًايا ػهٗ انًدال
3

;+
2

 
 

 
 

 ٔ
3

g( ) 0,9
2

  ٔ
x
lim g(x)


  

                                                 0,5                       x 

+ f '(x) 

 

                                                    

f (x) 

                    
3

2
                          

1

2
                       

x 

-            0               + g'(x) 

                             
3

g( )
2

 

 

                                               

g(x) 
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انًؼادنح ذمثم زلا ٔزٛذأيُّ 
3

α ;+
2

 
  
 

 

g(2)نذُٚا: f (2) 2 1 ln3 0,38      

g(3) f (3) 3 2 ln5 0,39       

g(3)تًأٌ   0 g(2)  ٌ2فإ α 3. 

ب( زظم انمىحىى 
g

(C عهى انمجال (
1

;5
2

 
 
 

. 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 
 .Iعهى انمجال  g(x)(اظتىتاج إشازج 4

ْٙ  g(x)نذُٚا إشاسج  gيٍ انثٛاٌ أٔ خذٔل ذغٛشاخ انذانح 

 زغة اندذٔل انرانٙ:

تحدٌد انُضع انىعثً نهمىحىى 
f

(C  (d)َانمعتقٍم  (

ٔضؼٛح 
f

(C ) ٔ(d) زغة إشاسج ْٙ g(x) 

إرا كاَد    x 0,5;1 α;  ٌفإ
f

(C  (d)ذسد(

إرا كاَد  x 1;αٌفإ
f

(C  (d)فٕق(

xإرا كاَد  1  ٔأx αٌفإ
f

(C  .(d)ٚمطغ(

( انثسٌان أوً مه أجم كم5 x 1;αفإن f (x) 1;α. 

g(1):نذُٚا g(α) 0   ُّٔيf (1) 1  ٔf (α) α 

ٚذج ذًايا ػهٗ انًدال يرضا fٔانذُٚا: 1; α 

نذُٚا: x 1;α ُّٔي f (1) f (x) f (α) 

1 إرٌ: f (x) α. 

III-1 ًتعٍٍه قٍمح انعدد انطثٍع)n انتً مه أجهٍا ٌكُن 

n
u 1 2ln3 3ln2   

n

1 1 n 1
u f (1 ) 1 ln(1 ) 1 ln( )...(1)

2n n n


       

 ٔنذُٚا يٍ خٓح أخشٖ:

n

9
u 1 2ln3 3ln2 1 ln .....(2)

8
     

 ( َغرُرح أٌ:2( ٔ)1يٍ ) 
n 1 9

n 8


ٌإر :n 8 

( حعاب انمجمُع 2
n

S تدلانحn 

نذُٚا:
n 1 2 n

S u u ..... u    

n

3 n 1
S (1 ln2) (1 ln ) ..... (1 ln )

2 n


       

n

n

3 4 n 1
S ln 2. . ...... ) (1 1 .... 1) ln(n 1) n

2 3 n


        

  

 انجصء الأَل:

(حعاب 1
x 1

lim h(x)


 َ
x
lim h(x)


 

h(x) x² 2x ln(x 1)     ]ٗيؼشفح ػه،1-[ 

x x
lim h(x) lim (x² 2x ln(x 1))
 

      

x 1 x 1

lim h(x) lim (1 2 ln(x 1))
 

      

تثٍٍه أن: (2
1 2(x 1)²

h '(x)
x 1

 



 

نذُٚا:
1 2(x 1)² 1

h '(x) 2x 2
x 1 x 1

 
   

 
  

 تشكٍم جدَل تغٍساتٍا hاظتىتاج اتجاي تغٍس اندانح 

xأٌ :  تًا 1 :ٌفإh'(x)  ج ذًايايرضاٚذ hٔيُّ : 0

 h(x)َاظتىتاج اشازج  h(0)(حعاب 3

  h(0) 0  ٔاشاسجh(x) :ٙزغة اندذٔل انران ْٙ 

 انجصء انثاوً:

حعاب  أ(-1
x 1

lim f (x)


 َتفعٍس انىتٍجح تٍاوٍا

x 1 x 1

ln(x 1)
lim f (x) lim (x 1 )

x 1 


  



x 1

ln(x 1)
lim ( 2 )

x 1


    


 

 لأٌ:
x 1

lim ln(x 1)


  ٔ
x 1

1
lim

x 1


 


 

yَغرُرح ٔخٕد يغرمٛى يماسب يؼادنرّ: 1  نـ
f(C ) 

ب(انثسٌان أن 
x

ln u
lim 0

u
 

tَضغ: ln u ُّٔيtu eكاٌإراu ٌفإt  

 ٔيُّ:
ttx x x

lnu t 1
lim lim lim 0

eu e

t

  
   

 x 

   -        0      +     0        - g (x) 

                      0                           1- x 

+ h'(x) 

                     
                         0 

                                                    

h(x) 

                  0                     1- x 

              +     0        - h (x) 
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جـ( اظتىتاج 
x
lim f (x)


 

x x x

ln(x 1)
lim f (x) lim (x 1) lim 0

x 1  


      


 

د(حعاب 
x
lim[f (x) (x 1)]


   

 نذُٚا: 
x x

ln(x 1)
lim[f (x) (x 1)] lim ( ) 0

x 1 


    


 

اظتىتاج َجُد معتقٍم مقازب مائم نهمىجىى
f(C ) 

 نذُٚا:
x
lim[f (x) (x 1)] 0


   ٔيُّ انًُسُٗ ٚمثم يغرمٛى

yيماسب يائم يؼادنرّ  x 1  فٙ خٕاس 

ٌـ( دزاظح َضعٍح 
f(C  تانىعثح نهمعتقٍم انمقازب انمائم(

َذسط اشاسج انفشق
ln(x 1)

[f (x) (x 1)]
x 1


   


  

ln(xاشاسج انفشق ْٙ زغة إشاسج  1) ٌ0لأ <x+1 

 ln(x 1) 0   ِيؼُاln(x 1) 0 : ٘أx 0 

 ln(x 1) 0  ِيؼُاln(x 1) 0 : ٘1أ x 0  

ln(x 1) 0   ِيؼُاln(x 1) 0 : ٘أx 0 

 َغرُرح ياٚهٙ:

1 x 0 ِيؼُا
f(C  فٕق انًماسب انًائم (

x 0ِيؼُا
f(C ;0)ٚمطغ انًماسب انًائم فٙ انُمطح( 1)  

x 0ِيؼُا
f(C  نًائم ذسد انًماسب ا(

( تثٍٍه أن 2
h(x)

f '(x)
(x 1)²




 

[لاتهح نلإشرماق ػهٗ انًدال f: نذُٚا  1; [ :زٛث 

1
(x 1) 1ln(x 1)

x 1f '(x) 1
(x 1)²

  
 


 

(x 1)² 1 ln(x 1) x² 2x ln(x 1)

(x 1)² (x 1)²

      
 

 
 

ٔيُّ: 
h(x)

f '(x)
(x 1)²




 

 تشكٍم جدَل انتغٍساخ

fاشاسج  '(x)  زغة اشاسج ْٙh(x) 

  خذٔل انرغٛشاخ

             0                1- x 

                 +0        - f'(x) 

                             
 

                    f(0) 

 

f(x) 

 

تثٍٍه ان انمىحىى (3
f(C yٌقطع انمعتقٍم:( 2 

انًُسُٗ 
f(C yٚمطغ انًغرمٛى:( 2  يؼُاِ انًؼادنح

f (x) 2  ذمثم زلا ٔزٛذا  ٍٛ3,4ٔ  3,3يسصٕسا ت 

f [زغة خذٔل انرغٛشاخ3,4،3,3يرضاٚذج ػهٗ انًدال] 

f ٔنذُٚا: (3,3) 1,96 ٔf (3,4) 2,06  

fَٔلاخظ اٌ:  (3,3) 2 f (3,4) 

ٔيُّ ٔخغة يثشُْح انمٛى انرٕعطح ٕٚخذ غذد زمٛمٙ ٔزٛذ 

  ٍٛتسٛث : 3,4ٔ  3,3يسصٕسا تf ( ) 2  

( زظم انمىحىى 4
f(C ) 

x

y

 

 

012014

 

 


