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من ضیع حرثھ .. ندم یوم حصاده

:تعریف
f دالة مجموعة تعریفھاI وa عدد حقیقي غیر معزول منI.

ھي aعند fیعني أن نھایة الدالة aمستمرة عند fالقول أن الدالة  f a

f مستمرة عندa یعني أن   lim
x a
f x f a




Jمستمرة على مجال fالقول أن : ملاحظة I یعني أنf مستمرة عند كل عدد حقیقي منJ.
Jمستمرة على مجال fتكون الدالة:التفسیر البیاني  I عندما یمكن رسمھا على ھذا المجال دون رفع القلم.

:01تمرین 

:الدالة المعرفة على fلتكن 2,3ب :   
  2 2     , 2,0

             , 0,3
x x
x xf x   



؟0نھایة عند fھل تقبل الدالة.fمثل بیانیا الدالة-1
:مستمرة على المجال fھل الدالة -2 2,3؟ أذكر مجالا تكون فیھ الدالة مستمرة.
-1: الحل

لدینا من جھة  .أنظر الشكل **  
0

lim 2
x

f x





و من جھة ثانیة  
0

lim 0
x

f x





.0نھایة عند fلا تقبل الدالةfاذن الدالة
: وبالتالي فھي غیر مستمرة على المجال 0غیر مستمرة عند fالدالة - 2 2,3.

: مستمرة مثلا على المجال fالدالة  0,3    .
تمرین 02

بR:على المعرفةالدالة fلتكن 
2 4       s i   2

2
( 2 ) 4

x x
x
ff x







 


2أدرس الأستمراریة عند القیمة 
الحل

2یشمل مفتوح معرفة علي مجالfأولا   ادا نحقق مایلي2انھا مستمرة عند القیمةfنقول عن الدالة

2
lim ( ) ( 2 )
x

f x f


 ثانیا         
نحسب الشرط الأول محقق

2
lim ( )
x
f x


2

2 2

2 2

2 2

4 0lim ( ) lim ح.ع.ت
2 0

( 2 )( 2 )lim ( ) lim
2

lim ( ) lim ( 2 ) 4

x x

x x

x x

xf x
x
x xf x
x

f x x

 

 

 


 


 




  

بمأن 
2

lim ( ) ( 2 )
x

f x f


 2فإن الدالة مستمرة عندx 

لدینا
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aفي الأستمرار علي الیمین 
ادا نحقق ماسیليaالقیمةعلى یمین انھا مستمرة fنقول عن الدالة

●f معرفة عند القیمةa الجوار الأیمین لعلى وa
lim ( ) ( )
x a
f x f a




 ●

aالأستمرار علي الیسار في
ادا نحقق مایليaالقیمةیسارعلى انھا مستمرة fنقول عن الدالة

●f معرفة عند القیمةa و علي الجوار الأیسر لa
lim ( ) ( )
x a
f x f a






●

نظریة
aمستمرة علي یسار  القیمة fوaمستمرة علي یمین القیمة fإذا كانت aمستمرة عند القیمة fتكون الدالة

ملاحظة
aفھي غیر مستمرة عند القیمة aعلي الیسارمستمرةاو غیرaغیر مستمرة علي الیمینfادا كانت الدالة

ھندسیبا 
من المجالxات الفاصلةذفان منحناھا لا ینقطع عند أي نقطة كانت الدالة مستمرة علي مجالإذا●

دون رفع القلمaبطریقة اتخري یمكن رسم منحنى الدالة 
فقط  فان  النقطة aفقط  او مستمرة علي الیسا رفي aمستمرة علي الیمین في fالدالة كانت إذا● , ( )A a f a

توقف للمنحنى نقطةھي
30تطبیقىتمرین

بR:على المعرفةfلتكن الدالة 
2( ) 3 4 1, 1

( ) 3 1, 1

f x x x x

f x x x

    


   

1أدرس الأستمراریة عند القیمة 
الحل

1وكان ال مفتوح یشمل جموجدإذا تكون الدالة مستمرة عند القیمة 
1 1

lim ( ) (1) lim ( )
x x
f x f f x

 

 
 

ومن جھة أخري لدینا   (1) 6f  لدینا  
2

1 1
lim ( ) lim(3 4 1) 6
x x
f x x x

 

   
 

1مستمرة على یسارfلدالة اومنھ

1 1
lim ( ) lim(3 1) 3
x x
f x x

 

   
 

1غیرمستمرة على یمینfلدالة اومنھ

بمأن النتیجة
1 1

lim ( ) lim ( )
x x
f x f x

 


 

1غیرمستمرة عندfفان 

:كما یليRالمعرفة علىfلتكن الدالة 04تمرین تطبیقي 
 

2

2

2 1 ; 2

; 2

f x x x x

f x x x a x

    


   

.2مستمرة عند fحت تكون aعین العدد)1
مایلى تحقق إذا 2تكون الدالة مستمرة عند القیمة 

2 2
l im ( ) l im ( )
x x

f x f x
 


 

2و لدینا  الحل

2 2
lim ( ) lim( 2 1) 1
x x
f x x x

 

   
 

2ى لدینا من جھة أخر

2 2
lim ( ) lim( ) 6
x x
f x x x a a

 

    
 

تحقق وفقط إذا إذا 2تكون الدالة مستمرة عند القیمة حتى ومنھ 
2 2

l i m ( ) l i m ( )
x x

f x f x
 


 

6أي  1a  5وبتالى فإنa  
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2 3-1

2

3

0 1

1

x

y

الأستمرار علي مجال
.الدوال المرجعیة مستمرة على مجال تعریفھا●

.Rمستمرة على SIN ،COSالدوال كثیرات الحدود ، ** 
.مستمرة على مجال تعریفھا) حاصل قسمة كثیري حدود( الدوال الناطقة ** 

22الدالة :أمثلة 3 4x x x  مستمرة علىRلإنھا دالة كثیر الحدود.
2الدالة 

3 2
1

xx
x



 مستمرة على كل من المجالات ; 1  ، 1;1و 1;لإنھا دالة ناطقة.
عملیات علي الدوال المستمرة

نإعدد حقیقي  فkوlمستمرتین علي مجالFGدالتین ال
F+.Fالدوال ● ; GG;F.k مستمرة علي المجالl.
.lلا تنعدم علي المجال  كانتإذا lالمجال مستمرة عليG/Fالدالة ●
.l (F(مستمرة علي  Gكانت  إذاوفقط إذاlتكون مستمرة علي المجال G0Fالدالة ●
مستمرة Fوالدالة  aمستمرة  عند القیمة   Gكانتإذاوفقط إذاaتكون مستمرة عند القیمة G0Fالدالة ●

.a (G(علي  
:  بـRالمعرفة علىfنعتبر الدالة تطبیقيمثال    2 3 cosf x x x x   لماذا الدالةfمستمرة علىR؟

2بمأن الدالة  3x x x  مستمرة علىR الدالة و كثیر الحدودلإنھا دالةcosx x مستمرة علىR

إذن جداؤھما  2 3 cosx x x x  دالة مستمرة على هوR ومنھ نستنتج أن الدالةfمستمرة علىR.

nالعدد الصحیح xو التي ترفق بكل عدد حقیقيRنسمي الدالة الجزء الصحیح الدالة المعرفة على:تعریف

1nحیث  x n  و نرمز لها بالرمزE أو .
أمثلة ) 1 2,3 ، 1 1E    ،3 1E      11,01 12E   و 11,01 11E .

:3تطبیقىتمرین 
المعرفة على fنعتبر الدالة 1;2ِب ـ : ( ) 1f x x E x حیث الدالة x E xهي الدالة الجزء الصحیح
عین عبارة. 1 f xعلى كل من المجالات التالیة : 1;0 ، 0;1 و 1;2.
معلمأرسم في . 2 ; ,O I Jالمنحني الممثل للدالةf.
مستمرة على المجالfهل الدالة. 3 1;1 ؟ على المجال 1;2؟

الحل 
من أجل . 1 1;0x   لدینا  1E x   ومنه  1f x x  

من أجل  0;1x  لدینا  0E x  ومنه  1f x 

من أجل  1;2x  لدینا  1E x  ومنه  1f x x 

.انظر الشكل المقابل. 2
مستمرة على المجالfنعم الدالة. 3 1;1في هذا المجال دون رفع القلملأنه بإمكاننا رسم جزء المنحني.

لیست مستمرة على المجالfالدالة 1;2كما نلاحظ أنه لا یمكن رسم منحنیها1لأنها غیر مستمرة عند
.البیاني دون رفع القلم
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التمرین ا لأول
Rالمعرفة علىfنعتبر الدالة

فى الحالات التالیة 0xلدالة عند القیمةاریة اأدرس الإستمر 

   

 
   

 

 
 

3 2

0
0

1 1 1       1                 0 0                        x 1   3 :1
1 3  0 0                                                               

3 1         
2 :

1 :
f si x f si x

f f

f x x

       
 







  

x xx x         xx x

x

 
   

 
0 0

           1                 0    1   4 :        01                                     1 0 0                                      

si x f si x
f si x f

 
    

    

xx xx       xx
x

x
التمرین الثاني

Rالمعرفة علىfنعتبر الدالة

الدالة مستمرة على  فى الحالات التالیةaعین قیمة العدد حت تكون

   

 
 

 

 

3 2

0 0

1 3                     1       1
                  x 1        2 :     11 1                                     1

1
1  

:
f x x a si xf si x
f si xf a

           
   







x xx
xx

x
x

التمرین ثالث 
 نعتبر الدالة   fالمعرفة علىR

 عند القیمتین حت تكون الدالة مستمرة aعین قیمة العدد   1 التالیةلة فى الحا 1 و
 

 

 

2

2

2 1           1

       1 1
4

3       1

f x a si x

f si x

f x si x

     


      
    

x
ax b ax
x

x x

الرابعتمرین
    f دالة معرقة على  R بـكمایلي:  2

c o s   
1

xf x
x




 أدرس استمرار الدالة-   fعلى  R
الخامستمرین

    f دالة معرقة على  Rبـكمایلي:   2   2 sinf x x x x 

 أدرس استمرار الدالة-   fعلى  R
التمرین السادس

المعرفة علىfنعتبر الدالة  2;1كما یلي:    f x x x E x  حیث x E xهي دالة الجزء الصحیح
عین عبارة) 1 f xعلى كل من المجالات التالیة: 2; 1 ، 1;0 ، 0;1

ارسم في معلم ) 2 ; ,O i j
  المنحني الممثل للدالةf .

مستمرة علىfهل الدالة ) 3 2; 1 ، 2;0، 2;1ل؟ عامل الناس كما تحب أن تُعامَ
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