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A��� :11 iziz −−=+− IA>و  :( ) ( )11 iziz +−=−−  

 -�
��
BMAM:  و� =  
): إذن  )E �����Gا�� �0X�
ر ا�E>  -ه[ ]AB.   


ط )( 4 : ا������ 5��    -Z
�A- ر�"2009  

 �� ا���اد ا���آ �
�!> -. /) c �):  ا��0
د� ) 01861 2  ...  =+− zz.  

)  :iz�1z ( ���6 ا��0د ا���آ5  331 −=.   
  . �$8 ا�67/ ا��- 1z اآ�5    أ-

� ا��0د  ب-$�
? 5G)3 اz (�) I� و���ة  :( )
1212

6 πsinπcos31 izz +=×  

-     -���C @�Aا�� 
12
πcos و 

12
πsin  

 [�A�0 � ا�� ،                  _�

ي ا��Oود �
��0$9 ا���0
<� وا���!�Gا�� -. :  ( ), ; vuO
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A ، B و C 
`�i3  3 ا��- �
ا( +  ،  i3  3   و −
2
6

2
2 i+ 5�"8 ا���$�  .  

�-  أ-��Eا��0د ا� ��ّ� α �$�� / ا�!�$� ا��+" 8�) ( ) ( ) ( ){ }; , 1; 1 , ; αCBA −  
 O>��
� I� O>�� 
E=�>    αG.   

�] ب-Aا� ��
�!> ��ّ� αG ��ّy�� 
�ّ� αr*   -. .   
 /Eا� :  

 �) (/ ا��0
د� )1:   

 O�ب ا���
G) :( )22 6 3636 ii ==−=∆  .   
/ �" �
�P. 5ن ا��0
د�� -���
 أن ا����O ��د (�� 
  :($�� <�آ �� <��ا.��� ه�

iz 331 iz  و =− 332 +=    

� أ-�
  : �$8 ا�67/ ا��- 1z آ�

4
1

π
23   

2
2

2
22333  

i
eiiz

−
=







 −=−=  

� و���ة �$�0 ب-$�
Xب ا�
G)  3دz :   

)   "Nآ�� : )θθθθ ′+′=× iii eee  َو  ( )θθ
θ

θ 
′−

′ = i
i

i
e

e

e
  

 
A���   :( ) 12
31

π
6

1212
6 πsinπcos 

i
eizz =+=×  

 IA>3412:  و

4

12

1

12

3

πππ

π

ππ

22
23

66
  

iii

i

ii

eee
e

e
z
ez =×=== 

−
  

 iez:  إذن 
i

2
6

2
22  3

3

π
+==  

 -���C ج
�Aا�� 
12
πcos و 

12
πsin:  


واة Gا�� �>  :( )
1212

6 πsinπcos31 izz +=× أن @�A�G�   :  

( ) ( )

i

iizzi

4
26

4
26

                              

2
6

2
23  36

1
6
1

1212 31
πsinπcos

−++=








 +−×=×=+
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 IA>و  :( ) ii 
4

26
4

26
1212
πsinπcos 

−++=+  

:  إذن 
4

26  
12
πcos +=   َو  

4
26  12

πsin −=  

�-  أ-��Eا��0د ا� ���0" α:   

ي  و C وَ N" �6�� A ، Bآ�� :�Gا�� �>  [�� أ��ادγ وَ S: α ، βث �:S:    
 �����++≠0إذا آ
ن .   ( γβα ة��و( �X�� �=
" I�P. G e�E"  :  

  

 �X�A8 ا��G" G �$�) <�=u ا�!�$� ا��+ ) ( ) ( ){ }; , ; , ; γCBA βα.   
 �$�� / ا�!�$� ا��+" ( ) ( ) ( ){ }; , 1; 1 , ; αCBA 
 إذا و.�] إذا آ
ن −E=�> :  

011: <!�
ع ا��0
<Sت c�� <�0وم أي  ≠+− α 0:   أي≠α  
�- c�� <�0وم  α: أي     (  rα∋∗:  إذن ��  ) . ��د (

�] ب-Aا� ��
�!> ���0" αG ��ّy�� 
�ّ� αr*   -. :   
 [�  : "Nآ�� �P(�ا:�
ت <�=S: uث �

 �X�Aا� αG �CS0�
� �.�0>    :
γβα

γβα
α ++

++= OCOBOA
OG

 
    

 -�
��
 : و�
γβα

γβα
++

++= CBA
G

xxx
x

 
   وَ   

γβα
γβα

++
++= CBA

G
yyy

y
 

  

:  إذن 






 +
α

α
α 2

126; 
2
2G   2Z
: و�

2
2=x   َو   α

α
2

126 +=y     

 ��ّy�� 
>�A� ، Iأ� @�A�G� α-. *r �X�Aن ا�P.  ، αG  Iد��
��9 ا�Nي <0�Gا�� uG�"   

2
2=x.   

 ����"6:  )Bac Nouvelle Calédonie Mars 2009 S(   


ي .-�Gب إ�8 ا��
GAا���آ5 ا�� _�
�0 � <9$0 <�0
<� و<�!� ،                  
  [�Aا� A ، B ، C و D 
`�Az ، izB 43=1: ا��- �
ا( +=،   

( )3232 −−+= izC  و  ( )3232 +−+−= izD.    


رة D �ّ�� أن -أ) 1h -ه B MOي <�آNوران ا���
� A Iوزاو�� 
3

2π.   

0    =++ GCGBGA γβα

( ), ; vuO
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��X��   ب-Aأن ا� @�Aا�� B و D ة�dن �$8 دا
0�" ( )Γ 
   و�0" 5$X��� A <�آOه
 
  .       ��XC fKه

2 ( �6��F رة
h A MOي <�آNآ- ا�
E��
� B I� Gو� 
2
3.   

�    أ-�)Sأن ا� ��ّ� Fz �X�A$� F -ه i2−.   
�  ب-X�Aأن ا� ��ّ� F �0X�] ه- <fK�A ا� ]CD.   

3i:  أ: m أن  =ـ-
zz
zz

FA

FC −=
−
−

 وا���A@ ا�67/ ا��- �$�0د 
FA

FC

zz
zz

−
−

.   

-    9���Gأن ا�� ���
Gا� �$zا�� �> @�Aا�� ( )AF�����Gا�� �0X�
ر ا�E> 
] ه ]CD  
3 (  [�Aدا �$8 ا�
��X�� F و A ، Bا���Aا� H7أ� ، C و D.   

 /Eا� :  


ن أن -أ) 1� " D رة
h -ه B MOي <�آNوران ا���
� A Iوزاو�� 
3

2π:   

)ا�Nي <�آMOآ � �$�وران ا���0 
رة  ا�"Nآ�� : )00 zM Iوزاو��θ/6� e.�� يNوا�   

 �X�� ( )zM �X�Aا� ( )zM ):   ه- ′′ )0
θ

0 zzezz i −=−′  

� ا���آ � �`Nا ا��وران ه-  �
 AA zzezz( ):  و�$�P. Iن ا��6
i −′ =−  3

2π
     

 m�

رة ′B إذا آhBنP. ا ا��ورانN`�: ( )ABAB zzezz 
i −− =′  3

2π
  

 IA>و  :( ) ( )
( )3232    

1143 
2
3

2
13

2π

+−+−=

+−+






 +−=+= −′

i

iizzzez AABB
i

  

DB:إذن  zz 
رة Dأن  أي′=h -ه B MOي <�آNوران ا���
� A Iوزاو�� 
3

2π

��X�� ب-Aج أن ا�
�Aا�� B و D ة�dن �$8 دا
0�" ( )Γ 
   :A <�آOه


 أن �� D رة
h -ه B MOي <�آNوران ا���
� A Iوزاو�� 
3

2π نP. AB AD=  

 
A22 143 524242:  و��� =+=+=−+=−= iizz ABAB  

��X�� ��A�G@ أنAا�B و D ة�dن �$8 ا��ا
0�" ( )Γ �X�Aا� 
  A ا��- <�آOه

 
   .52 و��XC fKه
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� أ-2 )�)Sن أن ا�
� " Fz �X�A$� F -ه i2−:   


آ- 0 
رة  ا�"Nآ�� :E�$� �)ا�Nي <�آMOا���آ  )00 zM I� Gو� k/6� e.�� يNوا�   

 �X�� ( )zM �X�Aا� ( )zM ):   ه- ′′ )00 zzzz k −=−′  


آ- ه-  Eا ا��N`� �� ا���آ �
):  و�$�P. Iن ا��6 )BB zzzz −′ =−  
2
3     

 IA>و  :( ) ( ) iiizzzz BBAF 243431 
2
3

2
3 −=++−−=+= −  

�: إذن �)Sا�Fz �X�A$� F -ه i2−. 

� ب-X�Aن أن ا�
� " F �0X�] ه- <fK�A ا� ]CD:   

�0X�� <fK�A ا��){ [ ]CD 
 ه
2

DC zz +
  

 
Aو��� : 
( ) ( )

iiizz DC 2
2

32323232
2 

−=+−+−−−+=+
  

� : إذن X�Aا�F �0X�] ه- <fK�A ا� ]CD.   

3i إ: 
ت أن =ـ-
zz
zz

FA

FC −=
−
−

:    

( )
3

21

21

21

332

21

23232 i
i
i

i
i

i
ii

zz
zz

FA

FC −=
−
−×

+
−=

+
+−−+=

−
−

  


ج ا�67/ ا��- �$�0د �Aا�� 
FA

FC

zz
zz

−
−

:   

 
A���  :33 =− i  و ( )
2

3 πarg −=− i.  2 : إذن
π

3 
i

e
zz
zz

FA

FC −
=

−
−

  

 9���Gج أن ا��
�Aا�� ( )AF�����Gا�� �0X�
ر ا�E> 
] ه ]CD:   
  

 ( ) �0$9 أن 
2

 ; πarg −= =








−
− 

FCFA
FA

FC

zz
zz

  ������Gن ا��P. -�
��
    و�

( )CF و ( )AF ان�>
0�> .  
 �X�Aأن ا� 
0� F و��X�] ه- <fK�A ا� ]CD [�Aوا� F ،C و D��>
�   .- ا��
 ������Gن ا��P. ( )CD و ( )AF ان�>
0�> .  

 9���Gأن ا�� @�A�G� ( )AF�����Gا�� �0X�
ر ا�E> 
] ه ]CD.   
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(3 ���X�Aء ا�
  :D و C إ�7
) ���9 ا��ا�dة  )Γ �X�Aا� 
� A ا��- <�آOهX�A�
   .B و"�ّ� �


ن �X�Aا� Dو C ة�dن �$8 ا��ا
0�" ( )Γ 
� A ا��- <�آOهX�Aن ا�� A-��A"   
 �����Gا�� �0X�
ر ا�E> 8إ� [ ]CD -�
��
AC و� AD=.   

 �X�A0�ُ$9 ا� F ��)Sذات ا� i2−.   
 9���G9 ا����� ( )∆ 9���Gدي �$8 ا��
)ا��0 )AF �X�A�
   ، و��
 أنF وا�Nي ��ّ� �

( )AF �0X�
ر ا�E> 
] ه ]CD ���X�Aأن ا� @�A�G� C و D 8$� ن
0�" ( )∆.   

ن �X�Aا� C و D2?
�" 
�X�� 
) ا��ا�dة  ه� )Γ 9���Gوا�� ( )∆.   

 ) C و  � =
� ا��$h
� ذات ا�\X�Aه- ا� D � �
Gا� �$h
� ذات ا�\X�Aه- ا�(  
      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

7 ����" :  )Bac Liban Juin 2009 S(   


ي .-�Gب إ�8 ا��
GAا���آ5 ا�� _�
9$0 <�0
<� و<�!>  [�A�0 � ا�� ،                  

A ، B و C 
`�:  ا��- �
ا(
2
3

2
3 izA +−=   ،  B zAz =  َ3  و−=Cz.   

 :ول  ا���ء ا�
1 ( �> Sاآ�5 آAz و  Bz -8 ا�67/ ا��$�  .  

2 (  [�A9 ا�$�A ، B و C.   

�_ ا�SZع ABC�ّ�� أن ا��+$) ) 3��> .  

C

O

B

A

F

D
x

y

( )Γ

( ), ; vuO
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:  ��
 ا���ء ا��
 �6�� f �X�� /6� e.�� يNا� -X�Aا� /�
Eا�� M ��)Sذات ا� z �X�Aا� M    ذات′

 ��)Sا� z′ (�)  :2

3
1 ziz =′.   

 -�G� O′ ،A′ ، B′ و C′  [�Aر ا�
h O ، A ، B و C  5�"8 ا���$�   
 /�
E��
� f.   

�]  ) أ ـ �ّ�� ا�17Aا� e)ا
   .′C و ′6A′ ، B/ ا��- �6/ <� �
�]     ب-A9 ا�$� A′ ، B′ و C′.   
�]     =ـ-Aا� ��>
��] ′B و O ، A �ّ�� ا��Aا� s�Nوآ O ، B و A′.   

2 ( �6��G  [�A$� �
و�Gت ا���
.
Gا�� Oآ�> O ، A ، B و C .  -�G�G′  
 �X�Aرة ا�
h G /�
E��
� f.   

��X��    أ-Aا� -��){ ��ّ� G و G′.   
�  ب-X�Aه/ ا� G′ [�A$� �
و�Gت ا���
.
Gا�� Oه- <�آ O′ ، A′ ، B′ و C′؟   

3 ( mإذا ا��� Iأ� ��ّ�M 9���Gإ�8 ا�� ( )AB نP. M ′  H.
   "��A- إ�8 ا��2X ا��6

 Iد��
 ا�Nي <0
4
3

3
1 2 +−= xy )  H.
  ) .} �X$5 ر�9 هNا ا��2X ا��6

 /Eا� :  

 :ا���ء ا�ول 
(1��
  : �$8 ا�67/ ا��- Az آ�

2
3

2
3 izA +−= IA>و   :( ) 3

2
3

2
3

2
3

2
3 22 

=






+−=+−= izA  

 -�
��
6: و�
5π

3
6

5
6

53
2
1

2
33 πsinπcos 

i
eiizA =





 +=







 +−=  

 ��
  : �$8 ا�67/ ا��- Bzآ�

 
A���  :B zAz = IA>و    :AB zz )  وَ   = ) ( )[ ]πargarg 2AB zz −=  

 -�
��
)  وَ  Bz=3:   و� ) [ ]ππarg 2
6

5−=Bz  

6  إذن :
5π

3 
i

ezB
−

=  
(2  [�A9 ا��0$" A ، B و C :  /67ا� �kا�.  

ن أن ا��+$) 3)� " ABC  عSZا� _�
��> :  
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33 =−=−= izz ABAB  

  3
2
3

2
3 =−−=−= izz ACAC  

  3
2
3

2
3 =+−=−= izz BCBC  

 IA>و: BCACAB ==  

�_ ا�SZع  ABCا��+$) :  إذن ��> .  

 ��
 :ا���ء ا��
�]  ) أ ـ1Aا� e)ا
   :′C و ′A′ ، B "0��� ا�67/ ا��- �6/ <� �

 
A���  :2

3
1 ziz =′ IA>و  :  

( )
( ) 66

31
3

5
23

5
2

3
52

6
5

2

ππππππ

ππ

      

3
3
1

3
1  

iiiii

ii

eeeee

eieiziz AA

===×=

===
+

′  

( )
( ) 3

5
6

7
3

5
23

5
2

3
52

6
5

2

ππππππ

ππ

      

3
3
1

3
1  

iiiii

ii

eeeee

eieiziz BB

===×=

===
−−−

−−
′  

( ) 222
π

333
3
1

3
1   

i
eiiziz CC ==−==′  

�]  ب-A9 ا��0$" A′ ، B′ و C′ :  /67ا� �kا�.  

�]  =ـ-Aا� ��>
�   :′B و O ، A "0��� ا��

 
A���  :6
5π

3 
i

e :  IA>و   zA =6 
5 π

3 
i

eOAZ =  

 
A3 : و���
5π

  
i

ezB =′ IA>3:   و
5π

  
i

e
BO

Z =′  

 IA>و  :BOOA ′3=      ���

�- .Pن ا�07��
BO و OA و� ′ 
�Xn ��X "�> .  

�]   إذن :Aا�  O ، A و B′ ��>
�  . .- ا��

  [�Aا� ��>
�   :′A و O ، B "0��� ا��
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A��� : 6
5π

3 
i

ezB
−

= IA>6:  و
5π

3 
i

e
OB

Z
−

=  

 
A6:  و���
πi

ezA =′ IA>6:  و
5

66
ππππ iiii 

eeee
OA

Z
−−

′ =×=−=  

 IA>و   :OA  OB ′= 3   ���

�- .Pن ا�07��

 ′OA و OB و��Xn ��X "�> .  

�] إذن :Aا�    O ، B و A′ ��>
�  .  .- ا��

� -أ) 2X�Aا� ��){ ���0" G:   
�<�=u اGإذا آ
�N"  :mآ�� $�� ا��+$�!�( ) ( ) ( ) ( ){ }; ,; , ; , ; λγβα DCBA     

 2>0≠+++ λγβα �X�Aا� ��  :    ه- P. Gن }(

λγβα
λγβα

+++
+++= DCBA

G
zzzz

z
 

  

 IA>و  :
2
3...

1111
−==

+++
+++= CBAO

G
zzzz

z  

 �X�Aا� ��){ ���0" G′:   

 
A���  :2

3
1 ziz =′ IA>و  :( ) 4

3
2
31

33
1

 
22 iiziz GG =−==′  

�  -بX�Aه/ ا�G′ [�A$� �
و�Gت ا���
.
Gا�� Oه- <�آ O′ ، A′ ، B′ و C′؟   
 �6�� I-ه [�A$� �
و�Gت ا���
.
Gا�� Oآ�>O′ ، A′ ، B′ و C′  

 IA>و  :i
zzzz

z CBAO
I ==

+++
+++= ′′′′ ...
1111

  

ii و��
 أن  
4
3≠ �X�Aأي أن ا�  I �X�Aا� �� f$�g" G′ أن @�A�G� G′  -ه mG��   

Gت ا���
.
Gا�� Oآ�>  [�A$� �
و�O′ ، A′ ، B′ و C′.   
3( mإذا ا��� Iن أ�
� " M 9���Gإ�8 ا�� ( )AB نP. M ′  H.
   "��A- إ�8 ا��2X ا��6

Nي <0
د��I  ا�
4
3

3
1 2 +−= xy:   

M 9���Gإ�8 ا�� -��A" ( )AB  . ( )AB -. /hا

ر ا�\E> 2X�9 ��
دي ����G>   

 �$h
� ذات ا�\X�Aا� 
2
3− �$h

�- .Pن .��

 <�yّ��  وM ، و�` �"�".  

�  إذن :X�Aا� ��){ M 5ا��0د ا���آ 
=−+ xizM ه
2
3 (�) x -���  . ��د (
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واة G2:  <� ا��

3
1 ziz =′  : 8$� /KE�    

( ) ixxxiiziz MM 




 −+==+−==′

222

3
1

4
3...

2
31

33
1    

 IA>و  :xxM  2  وَ   ′=

3
1

4
3 xyM −=′  .    

��M 9إذا ا���m :  إذن �Gإ�8 ا�� ( )AB نP. M    "��A- إ�8 ا��2X ا��6
.H  ا�Nي  ′

 Iد��
0> 
4
3

3
1 2 +−= xy   .   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
 ����"8: )  STI Bac Polynésie juin 2009(

1 ( �6��p 5ود ا���0ف <� أ=/ آ/ ��د <�آ�Eا� ��آ+z -$� 
  : آ�

                             ( ) 24207 23 −+−= zzzzp  
�e أن   أ-E" ( ) 03 =p.   
���� ���  ب-��Eا��0د�� ا�αو  β 5أ=/ آ/ ��د <�آ �> (�E� z:   

y

x

G′

G

A

B

O

C′

A′B′

C
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                              ( ) ( )( )βα ++−= zzzzp  3 2  
) ا��0
د�� c (/ .- - =ـ ) 0=zp.   
2 ( _�

ب إ�8 <9$0 <�0
<� و<�!GAي ا���آ5 ا��
�G�0 �.- ا��� ،                  

  [�Aا� A ، B َو C  
`�a ، ib=3ا��- �
ا( 22 ic  وَ  =+ 22 −= 8$�    
  .ا���"�5 

�]     أ-A9 ا�$� A ، B َو C.    
� و���ة �6/ <� ا��0د�� ا���آ ��  ب-$�
Xا� ��ّ� b و c.   

C�� OBCأ: m أن ا��+$)  =ـ -Gوي ا�
G�>9 وd
C.  

3 ( ��
)��0 � ا��!� )E [�A$� M ��)Sذات ا� z (�E�  :53 =−z  

��X��    أ-Aأن ا� ��ّ� B َو C   ��

ن إ�8 ا��!����A"( )E.   

 ب-A0وا� �0� Xا� ��ّ�  ��
)�h ا����Oة �$�!� )E e�
Gا��0$9 ا� _\� -. 
`z7وأ� .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ), ; vuO
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 ����"9 )2008 

ر��
6� .  �
ت : ا�07 �Z
  )ر�


ي�Gا� ا���آ5.- ا��_�

ب إ�8 ا��0$9 ا���0
<� وا���!GA�� �0� ،                   

 ���X�Aا�A وB 

ه���  . �$8 ا���"�i33 + 5 و i−3ا�$��� }(

 I�
7�$� �
ل Oا�Nي <�آS MO اآ�5 ا�0 
رة ا���آ ّEو� A 8إ� B��ّ� 9:   
 I� Gو� Iزاو��      .  

 -$� 

ي ا���آ5 آ��Gا�� �> [�Aا� ���
  ، و<� أ=/ آ/AA =0 :��0ف <��

) ، ��nد ? �0-      )nn ASA =+1 .  ��
��<O>��nA O إ�8 }(� nz.   

�]     أ-Aي ا���آ5 ا�
�Gا�� -. H70 أ�A، 1A 2وA.   

):  ��ه� أن  ب- ) ( )62
ππ

32 
−

=
nin

n ez  

�  =ـ-�0� Xا���اد ا� ��
�!> ��ّ� n�X�Aا� 
) إ�nA 8 ا��- "��A- <� أ=$` )1OA  

 ���
) ��0 � ا���� )nu -$� 
  :  ا���0.� آ�

     100 AAu =+1  و = nnn AAu -0� ? أ=/ آ/ ��د �> n.   

�ّ��أ     ) أن  - )nuا�ول 
� �X$5 "0��� (ّ�ه���Aه ���
��> 0u
`�
   .q أ�


رة ا���A@  ب - �nu ��{�� n.   

}�� =ـ -��5 ، G)اn ع
)  :nn�nS ( ، ا��!� uuuS  ...
10 +++=  

      5G)9 ا:
∞+→n

nSlim  

 /Eا� :  
 I�
7�$� �� ا�0 
رة ا���آ �
  :S آ�

 �q

رة ا��7
�I ا��  � S /67ا� �> a bzz +=′.   

 
A���  :
( )
( ) BAS

OOS

=
=

 -�
��
:      و�
ba

ba

AB

OO

zz
zz

+=
+=

 IA>و        :
0

3

=
=

b

a i  

7�$
�I إذن :� �izz:  ه- S ا�0 
رة ا���آ   3=′  

�q

�h ا��7
�I ا�� A�S :  MOآ�>O I� G� ، 3=k Iوزاو��  [ ]ππ 2θ
2

≡  

 �k)S> :  �6��� ���
Gا� �!��Aل �$8 �\_ ا�
KEا���
0 -�

ل ا��f��0 ا���:  
7�$
�I ا�� 
�q  ا�0� �
رة ا���آ  MOي <�آNا�( )00 zM I� G� ،k( )0>k Iوزاو��   

( ), ; vuO

2008 
ر�
ت�
6���
$E> 
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θ �X�� /6� e.�� يNوا� ( )zM �X�Aا� ( )zM ):  ه- ′′ )0
θ

0 zzezz ik −=−′  

 8$� /KE� -�
��
zeziz: و�
i 2
π

33 ==′  
�]   أ-Aء ا�
  ا��k ا�2A :  /67و 0A، 1A إ�7

 �CS0ا� �> ( )nn ASA =+1 أن @�A�G� :  

( )01 ASA =IA>و : izez
i 

333 0
2

1

π
): إذن . ==+ ); 331A  

( )12 ASA =IA>و : izez
i 

3333 1
2

2

π
): إذن   . ==−+ ); 3332 −A  

) ا� �ه
ن أن   ب- ) ( )62
ππ

32 
−

=
nin

n ez:   

 �CS0ا� �>( )nn ASA =+1 أن @�A�G� :  

0
2

1

π
3 zez

i
=  

( ) 0
2
22

0
22

1
2

2

π
3333

πππ
zezeezez

iiii 
=×==  

( ) ( ) 0
2
3

3
0

2
222

2
2

3

ππ
3333

ππ
zezeezez

iiii 
=×==  

.................................................................................    

 -�
):  و<IA ا���0�9 ا�� ) 0
2

1
2

ππ
33 zezez

nin
n

i
n == −  

 ��h
gو<� ا�:( )2121 θθθθ  +=× iii eee أن 
6:  و�$�
0

π
23 

i
eiz 

−
=−=  

):   ��A�G@ أن  ) ( ) 62
0

2
1

2
ππππ

2333 
ininnin

n
i

n eezezez 
−

×=== −  

):  إذن  ) ( ) ( )6262
ππππ

3223 
−− 

=×=
nininin

n eeez  
2 ����?:  ���
� ا��!��Aام ا��g��
� sى وذ��nأ ��  : ���6 ا���0
ل ?��


ت ��A�G@ أ�I إذا آ
ن `�
� f��0" �> S <�آ5 ا��7X�Aا� MOا <�آ�q
 > 
`�
7" O    
 I� G� k Iوزاو�� θ 5ن <�آP. n I�

I� �q �\_ ا���آS  O <�ة ا��7 > I�
7" 
   ه

O I� G� ، n k Iوزاو�� θn .   

 ���0
ل ا� �ه
ن �
���ا=2 �$ �ه
ن أن  ���6 ا��:3?��( ) ( )62
ππ

32 
−

=
nin

n ez  
� =ـ-�0� Xا���اد ا� ��
�!> ���0" n :   

 ��){ 1A -ه iz 331 += 9���Gا�� �
�- .Pن <0
د���
) و� )1OA-هxy 3=  
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 ] ( )1OAAn∈   [    H.
6� ]( ) ππarg
3

knz +=[   

 IA>و  :ππππ
32 6

n k+=− أن @�A�G�   :12= +kn 2> n∈k  

� إذن :X�Aا� -��A" nA 9���Gإ�8 ا�� ( )1OA ن
   ��دا ? �0�
 .�د�
 n إذا آ

) أن إ: 
تأ - )nu ����Aه ���
��>  :  

) :"Nآ��  )nu -���� إذا و.�] إذا و=� ��د (���Aه ���
��> q (�E� :  

n ، nn          <� أ=/ آ/ ��د ? �0-  uu q  1 ×=+  

 
A���  :1+= nnn AAu IA>211:   و +++ = nnn AAu      

 �q
� ا����Oة �7�$
�I ا�� h
g5 ا�G) S ��X�Aا� ��d
A+رة ا�
h نP. ( )1 , +nn AA  

 ��X�� ��d
A: -ه ( )21   , ++ nn AA (�E�  :121 3 +++ = nnnn AAAA  

 -�
��
nn:  و� uu  31=+  

) :إذن  )nu ����Aه ���
4100(ّ�ه
 ا�ول <�� == AAu 
`�
  q=3 وأ�


ج  ب -�Aرة ا��
 �nu ��{�� n : ( )nn
n quu 340 =×=  


ب ا��!�
ع  -=ـG)nS :   

( ) ( )[ ]1
1

010 31312
1

1... +
+

−+−=
−

−×=+++= n
n

nn q

q
S uuuu  


ب G) 
∞+→n

nSlim :  0$9 أن� :( ) ∞+=
∞+→

+

n

n 13lim -�
��
=+∞:  و�
∞+→n

nSlim     

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2A
1A

0A
O
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 ����"10 )2008 

ر��
6�.  ��A- ر�
Z- ا�07 " :(   

r و  
>
�" 5=
> -����- آ�\- θ ��د (��  . ��د (
 /)  �� ا���اد ا���آ �
�!> -.c ل
  :zا��0
د�� ذات ا��!`

    ( ) 0
2
θ2 22 cos =−− rzriz  

  . اآ�5 ا�E$�� �$8 ا�67/ ا��- -

ب إ�8 ا��0$9 ا���0
<� وا���!
�_ا .- GAي ا���آ5 ا��
�G�� ،                  

  � �0�X�Aا����Aو B ��$Eر"- ا�
h.  
- ��ّ� θ ($+ن ا��
6� 8�) OAB عSZا� _�
��> .  

 /Eا� :  
/)  �  : ا��0
د�

 
):  <��O ا��0
د�� ه )222
22
θ2θ4 sinsin rr ==∆  

 
S)  :22 ا��0
د�� ه�
θθ cossin1 irrz +=   22   و

θθ cossin2 irrz +−=  

   :  2z  و 1z ا�67/ ا��- �6/ <� 

  : "Nآ�� 

  

  

  

   : 1zا�67/ ا��- �ـ  -
  
  
  
   :  2zا�67/ ا��- �ـ  -
  
  
  

 ���0"θ ($+ن ا��
6� 8�) OAB عSZا� _�
��> :  

( ), ; vuO

( )
( ) ( )( ) ( )

22
2222

22222

θπ
θπθπ

θθθθ

sincos    

cossincossin

+
=+++=

+−=+−=

i
e

z

rir

irirr

( )
( ) ( )( ) ( )

22
2222

22221

θπ
θπθπ

θθθθ

sincos    

cossincossin

−
=−+−=

+=+=

i
e

z

rir

irirr

( )
( ) xx

xx

cossin π

sincos π

    
2

    
2

=−

=−

( )
( ) xx

xx

cossin π

sincos π

    
2

    
2

=+

−=+
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6
ن ا��+$)    "Nآ�� :�OAB ن

�_ ا�SZع إذا و.�] إذا آ��>  :  
  

                               
                          وَ                                         أو                                       

  
  
  

 
A���  :  
  

 
Aو���  :  


�_ ا�SZعOABا��+$)  إذن  :�] <� أ=/  <� ]ππ 2
3

θ ≡ أو [ ]ππ 2
3

θ −≡.   


ر�
 ا���yب 2008( 11"���� �
6� .  �
م "!�� �� : ا�07 $�(   
 �� ا���اد ا���آ �
�!> -. ، /)c  �−+= 03462 ، ا��0
د� zz .  

  ،                 _�

ب إ�8 ا��0$9 ا���0
<� وا���!GAي ا���آ5 ا��
�Gا�� -.   
  [�A�0 � ا�� A ، B و C 5�"8 ا���$� 
`�  : ا��- �
ا(

  ia 53+= ، ib ic  و =−53 37 +=  
 �6�� z �X�Aا� ��){ Mي
�Gو  <� ا��  z′ �X�Aا� ��){ M 
رة ′h M  


ب EG�{
� T I�
0q يNا� u ��)Sذو ا� i4 2−.   
izz:  �ّ�� أن  أ- 24 �e <� أن ا′=+−E" 9:   �X�A�C �X�Aرة ا�
h -ه A  


ب EG�{
�   T.   

i:  �ّ�� أن  ب-
ca
cb

2=
−
−

.    


9d ا�Oاو�� وأن ABC ا���A@ أن ا��+$)  =ـ-C ACBC 2=  
 /Eا� :  

S)03462 =+− zz 
iz: ه� 531 iz  و=− 532 +=  


ب  أ-EG�{ا f��0" �>   :uMM =′ �!� ����)Sوي ا�
G" 8ل إ�
���{
  :     و�
izz 24 −=−′ IA>و    :izz 24 −+=′  

   ب -
( ) ( )
( ) ( ) ii

i
i

i
i

ii
ii

ca
cb

2
20

40

24

24

24

84

3753

3753 ==
−−
−−×

+−
−−=

+−+
+−−=

−
−

  

 �X�Aا�C� رة
h -ه  �X�A$A ب
EG�{
� T M
A0>  :izz AC 24 −+=  


9d ا�Oاو�� وأن ABCج أن ا��+$) 
 ا���A=ـ-C ACBC 2=:   

( ), ; vuO

[ ]ππ 2
3

arg −=







−
−

OA

OB
zz
zz

[ ]ππ 2
3

arg −=







−
−

OA

OB
zz
zz

1=−
−

OA

OB
zz
zz

1===−
−

r
r

A

B

OA

OB
z
z

zz
zz

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]π2θθπθπargargarg 
2222 

=−−+=−=







−
−

AB
OA

OB zzzz
zz
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واة Gا�� �> i
ca
cb

2=
−
−

):   ��A�G@ أن  ) ( ) kBCAC i π22arg;  
2
π +==  


واة Gا�� �> i
ca
cb

2=
−
−

�A�G�    :i@ أن 
ca

cb 
2 =

−
−

=2:  أي 
AC

BC
  

� ABC ا��+$)  إذن  :X�A9 .- ا�d
C C   وACBC 2=.   
 ����"12)2008 Amérique du Nord juin  Bac (   

                 _�

ب إ�8 ا��0$9 ا���0
<� وا���!GA> 5ي ا���آ
�Gا�� .  

ل  ( Xو(�ة ا�cm4(   

 �X�A�0 � ا�� A ��)Sذات ا� izA += )  وا��ا�dة 2 )Γ 
   و�A fKا��- <�آOه

 
   .�XC 2ه
 ��
  . ار�S6q 9 �$8 أن ��9 إآ�
�Sn Iل <�ا(/ ا�=


?2  أ-�" [�� e)ا
� ��ّ� ( )Γر
Eو ا�� ( ); uO.  

ه�
 C و B ���6  ب-����X�� ا�$��� }(A1 ا�=Bz 3 و=Cz.   
-    ��ّ� Dz �X�Aا� ��){ D ،  �X�Aة ا���k�B ة�d8 ا��ا$� 
��XC( )Γ.   

 �6��M ��)Sذات ا� �X�Aا� i
5
6

5
3 +.   

 ا(5G ا��0د ا���آ5    أ-
MB

MD

zz
zz

−
−

.   


 ���ة �$�0د ا���آ5  ب-���Aه �Gّ. 
MB

MD

zz
zz

−
−

 .  �X�Aأن ا� @�Aا��M8إ� -��A"   

)     ا��ا�dة  )Γ.   

) ��<O �ـ )Γ′ �X�] �$�ا�dة ذات ا� ]AB . 9���Gا��( )BM  ة�dا��ا ���
: 2X��  
( )Γ′ �X�� -. N.   

�����    أ-�Gأن ا�� m :أ ( )DM و ( )AN ن

از��> .  
�  ب-X�Aا� ��){ ��ّ� N.   

 -�G� M ′ �X�Aرة ا�
h M MOي <�آNوران ا���
� B Iوزاو�� 
2
π−.   

�    أ-X�Aا� ��){ ��ّ� M ′.   
�  ب-X�Aأن ا� m :أ M ) "��A- إ�8 ا��ا�dة ′ )Γ′.   

 /Eا� :  
  ا��k ا�67/:  ا���9 

( ), ; jiO
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?2 أ-�" [�� e)ا
� ���0" ( )Γ ر
Eو ا�� ( ); uO:  

0
د�� ا��ا�dة > ( )Γ : ( ) ( ) 212 22 =−+− yx �0
د�> ، ( ); uO -0:  ه=y  
 8$� /KE�                                       �  x=3 أو x=1 و�E/ ا�!�$

�2X ا��ا�dة  إذن :� /hا

ر ا�\E> ( )Γ 

ه���){ ���X�   .3  و  1 .- �
� أ�nى ���? :  

 �6�� M ر
Eا�� �> �X�� ( ); uO .��){M -ه xz= (�) r∈x.  

6
ن " M �> �X�� ( )Γ ن
  Azz −=2:  و<AM IA=2:  إذا آ

 -�
��
  x=3 أو x=1: إذن  . x−+−= 22 212 ( ) ( ):  و�
� Dz "0��� ب-X�Aا� ��){ D:   

�X�Aا�D -ة ه��k� �X�Aا�B ة�d8 ا��ا$� 
��XC( )Γ �X�Aن ا�P. -�
��
  A ، و�
 �0X�] ه- <fK�A ا� ]BD.   

 
A��� :
2

DB
A

zz
z

+= IA>و   :izzz BAD 232 +=−=  


ب  أ-G) 
MB

MD

zz
zz

−
−

 : i
i

ii

zz
zz

MB

MD 2...

5
6

5
31

5
6

5
323

==
−−

−−+
=

−
−

  

 ا��\G�� ا�`��A- ���0ة  ب-
MB

MD

zz
zz

−
−

 : ( ) ; arg MDMB
MB

MD

zz
zz =

−
−

    


ج  :�A��{ا 
A���( ) ( ) [ ]ππarg 2
2

2 ; == iMDMB ($+ن ا��P. -�
��
   و�

MBD-. 9d
C M .  �X�Aأن ا� @�A�G�M 
] "��A- إ�8 ا��ا�dة ا��- �XCه ]BD  

 �$8 ا��ا�dةk�B��ة  ه- D و��
 أن ��XC( )Γ �X�Aن ا�P. M 8إ� -��A" ( )Γ  

�����  أ-�Gت أن ا��
) إ:  )DM و ( )AN ن

از��> :  
 
A��� N �> �X�� ( )Γ′ ($+ن ا��P. -�
��

ABN -. 9d و�C N  أن @�A�G� ،   

 ������Gا�� ( )AN و ( )BN ان�>
0�> .  

 أن �� N 9���Gا�� �> �X�� ( )BN ������Gن ا��P. ( )AN و ( )BMان�>
0�>   


ن ����Gا�� sإ�8 ذ� �.
Z�
� ( )BM و ( )DM ($+ان �ن ا���>
0�> MBD  9d
C   
-. M.  9���Gا�� ( )BM ������Gدي �$8 آ/ <� ا��
�� ( )DM و ( )AN  


ن إذن :����Gا�� ( )DM و ( )AN ن

از��> .  

( ) ( )
0

212 22

=
=−+−

y
yx
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�  ب-X�Aا� ��){ ���0" N:   
0� BDM : A .- ا��+$) X�] ه- <fK�A ا� ]BD، N�0X�� <� ا�X�� [ ]BM،  

( )DM و ( )AN ن

از��>  . �X�Aأن ا� @�A�G�N �0X�] <fK�A ا� ]BM.  

 IA>و : i
zz

z MB
N 5

3
5
4

2 
+=+=  

�  "0��� أ-X�Aا� ��){ M ′:   

 �X�Aا� M ′ �X�Aرة ا�
h -ه M MOي <�آNوران ا���
� B Iوزاو�� 
2
π−  

 -�
��
− −=− BMBM zzezz i( ):  و�
′ 2

π
izM :إذن  .   5

2
5
11+=′  

�  ب-X�Aت أن ا�
M إ:  ) "��A- إ�8 ا��ا�dة ′ )Γ′:   

 
A���  :2=−= AB zz  .  AB  ة�dا��ا �XC fK� أن @�A�G� ( )Γ′ 
 ه
2
2  

 m�
0� I إذا آX�] <fK�A ا� ]AB 
`��P. iن }(
zz

z BA
I 2

1
2
3

2 
+=+=  

 5GEA� MI ′ :
2
2

10
1

10
7 =−=−=′ ′ izz IMMI  

M: إذن  ′ �X�Aا� 
 و��XC fKه
 ��A" I- إ�8 ا��ا�dة ا��- <�آOه
2
) أي 2 )Γ′  
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 ����" 13)2008  Bac Pondichéry Avril (   

 -. _�

ب إ�8 ا��0$9 ا���0
<� وا���!GAي ا���آ5 ا��
�G�0 �ا��� ،                  
  [�Aا� A ، B ، C و  D5  ا���8 ا���"$� 
`�
ا(� - :  

izA −−= 3 ، 31 izB −= ، izC += 3  31  و izD +−=  

� و���ة �6/ <� ا���اد ا���آ �  أ-$�
Xا� ��ّ� Az ، Bz ، Czو  Dz.   
�0
ل ا���XGة و   ب  ��
� ، H7أ� - [�Aا���ور ، ا� :A ، B ، C و  D.   

0�      =ـ-X�] �ّ�� <fK�A ا� ]AC �0X�] ، و<fK�A ا� ]BD.   

 ا(5G        د-
A

B

z
z

 .  -�
0� ا���� ? @�Aا��ABCD.   

-X�Aا� /�
E�0 � ا���g �� ا���آ �
�6�
23:  ا���0ف �
π

+=
−′ zez

i
  


�/ �ّ��    أ-E�$� ةO�ا��� �h
A0وا� �0� Xا�g.   
�0
ل ا���XGة و ب-��
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 �X�A5 ا��"�" A 

�- .Pن −1 ه��
��9 ا�Nي <0
د��AI و��Gإ�8 ا�� -��A" 1−=y  
 �X�Aا� �$h
. B 

�- .Pن 1 ه��
��9 ا�Nي <0
د��B I  و��Gإ�8 ا�� -��A" 1=x  
 �X�A5 ا��"�" C 

�- .Pن 1 ه��
��9 ا�Nي <0
د��CI  و��Gإ�8 ا�� -��A" 1=y  
 �X�Aا� �$h
. Dه 

�- .Pن −1��
��9 ا�Nي <0
د��DI و��Gإ�8 ا�� -��A" 1−=x  
 [�Aء ا�
7�� A ، B ، C و  D ة�d9 ا��ا��� ، ( )c  9ل ا���ور  و���
�0��
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ل ا���XGة ��
� �
ت ا�ر�0����Gا�� .  
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Gا� �$h

?2 ا��ا�dة ) ذات ا�\�" �X�)ه- � )c يN9 ا����G2 ا��>   
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  ا��k ا�J : /67 و E ، F إ�7
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A���  :( )AE r= IA>و  :BA BE= .  �X�Aأن ا� @�A�G�Eة�dإ�8 ا��ا -��A"( )1c  

 
� B ا��- <�آOهX�A�
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 ; π−=BEBA و BA BE=�
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 IA>ع  وSZا�  :AE AB=  .  �X�Aأن ا� @�A�G�E ة�dإ�8 ا��ا -��A" ( )2c  -ا��  
 
� A <�آOهX�A�
  .B و"�ّ� �
7
ء ��  �X�Aا�E ��"�d9 ا��ا���م 
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�0��
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 ����" 14)2008  Bac Polynésie juin (   
 ، /) �� ا���اد ا���آ �
�!> -.c  �−+= 01362 ، ا��0
د� zz .
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ب إ�8 ا��0$9 ا���0
<� وا���!GA> 5ي ا���آ
�Gا�� .  
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`�
ا(ia 23−= ، ib ic و =+23 4= .   
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�-  ب-�> .  
�  =ـ-X�Aا� ��){ ��ّ� Ω عSZازي ا�
�> Oآ�> ، OABC.   

 H7وأ� ��ّ�( )E [�Aا� ��
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�Gا�� �>  :  
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�  أ-X�Aا� ��i ه- N إ: 
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 �0
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